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เฉลยการบา้นครัง้ที่ 4 

1. จากรูปท่ีใหพ้บวา่แรงกระท าต่อ pendulum แต่ละอนัประกอบดว้ยแรงสปรงิและแรงโนม้ถว่ง โดยก าหนดให ้1 > 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

การคิด equation of motion ตอ้งใช ้ แทนที่จะเป็น F เนื่องจากมีการหมนุของวตัถรุอบแกนหมนุ โดยแรงทัง้

สองที่กล่าวมาขา้งตน้ท าใหเ้กดิ torque ดงันี ้

1) Torque เนื่องจากมาจาก gravity 

พิจารณา torque เนื่องมาจาก gravity  ในท่ีนีน้  า้หนกัของวตัถทุ าใหเ้กิด restoring torque ดงึวตัถกุลบัยงั

ต าแหน่งสมดลุ ซึ่งสามารถเขยีนแยกเป็น torque ของมวลซา้ยมอืและขวามือไดเ้ป็น 

Torque  ที่เกดิขึน้เนื่องจาก gravity ส าหรบัมวลซา้ยมือ : −𝑚𝑔𝐿 sin 𝜙2 

Torque ที่เกิดขึน้เนื่องจาก gravity ส าหรบัมวลขวามือ :−𝑚𝑔𝐿 sin 𝜙1 
 

2) Torque เนื่องมาจาก แรงสปรงิ 

เนื่องจาก 1 > 2  ดงันัน้แรงเนื่องจากสปรงิที่กระท ากบัมวลซา้ยมอืมีทิศเป็นบวกในขณะที่แรงเนื่องจากสปรงิ

กระท ากบัมวลขวามือมีทิศเป็นลบ 

Torque ที่เกิดจากแรงสปรงิส าหรบัมวลซา้ยมือ :  +𝑠(𝜙1 − 𝜙2)𝑙2 

ในท านองเดยีวกน้    torque ที่เกิดจากแรงสปรงิส าหรบัมวลขวามือ :        −𝑠(𝜙1 − 𝜙2)𝑙2                  
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แสดงที่มาของ Torque เนื่องจากแรงสปรงิส าหรบัมวลซา้ยมือ 
     
 

 

 

 

 

 

 

 

 ส าหรบั torque เนื่องจากสปรงิส าหรบัมวลขวาก็หาไดใ้นท านองเดียวกนั         

เมื่อน า torque ทัง้หมดมารวมกนัจะได ้equation of motion ส าหรบัมวลทางซา้ยและทางขวาดงันี ้  

𝐼𝜙̈2 =   −𝑚𝑔𝐿 sin 𝜙2 + 𝑠(𝜙1 − 𝜙2)𝑙2                 
                   𝐼𝜙̈1 =   −𝑚𝑔𝐿 sin 𝜙1 − 𝑠(𝜙1 − 𝜙2)𝑙2         
 

เมื่อ I คือ moment of inertia ของมวล เขียนไดเ้ป็น 𝑚𝐿2         

แทนค่า I และพิจารณาขนาดมมุที่แกว่งมีคา่นอ้ย ๆ  สมการการเคล่ือนท่ีขา้งตน้เขียนใหม่ไดเ้ป็น 

      𝜙̈2 =   − 𝑔

𝐿
𝜙2 +

𝑠𝑙2

𝑚𝐿2
(𝜙1 − 𝜙2)                 

                                         𝜙̈1 =   − 𝑔

𝐿
𝜙1 −

𝑠𝑙2

𝑚𝐿2
(𝜙1 − 𝜙2)                                                  

สมมติให ้solution ของสมการการเคล่ือนท่ีขา้งตน้เขียนไดเ้ป็น  𝜙1 = 𝜙01𝑒𝑖𝜔𝑡     และ    𝜙2 = 𝜙02𝑒𝑖𝜔𝑡                

ดงันัน้หา 2nd derivative และ แทนกลบัเขา้ไปในสมการการเคลี่อนที่ เราจะได ้

                                               −𝜔2𝜙02 =  −
𝑔

𝐿
𝜙02 +

𝑠𝑙2

𝑚𝐿2
(𝜙01 − 𝜙02)                 

                                              −𝜔2𝜙01 = −
𝑔

𝐿
𝜙01 −

𝑠𝑙2

𝑚𝐿2
(𝜙01 − 𝜙02)                  

 

แกส้มการเพื่อหา         𝜔2   ซึ่งพบวา่เป็นไปไดส้องคา่คือ 

    (−𝜔2 +
𝑔

𝐿
+

𝑠𝑙2

𝑚𝐿2) = ±
𝑠𝑙2

𝑚𝐿2          
 

                                                                              𝜔2 =   𝑔
𝐿

,  𝑔
𝐿

+
2𝑠𝑙2

𝑚𝐿2                              #          

 

 

 

 

 

 

2 l 

x2 

-แรงเนื่องจากสปรงิ : s(1- 2)l  โดยที่ x1 = l1 และ x2= l2 

-Torque เนื่องจากแรงสปรงิ : 𝑟 × 𝐹⃗ = s(𝜙1 −

𝜙2)𝑙 (𝑙 cos 𝜙2⁄ ) sin(90 − 𝜙2) = s(𝜙1 − 𝜙2)𝑙2  

 

s 

90-2 
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2. สมการการเคล่ือนท่ีของมวลแต่ละกอ้นเขียนไดเ้ป็น 

6𝑚𝑦̈1 = −𝑘𝑦1 + 𝑘(𝑦2 − 𝑦1) 

10𝑚𝑦̈2 = −𝑘(𝑦2 − 𝑦1) + 𝑘(𝑦3 − 𝑦2) 
3𝑚𝑦̈3 = −𝑘(𝑦3 − 𝑦2) 

หรือจดัรูใหม่ไดเ้ป็น 

6𝑚𝑦̈1 = −2𝑘𝑦1 + 𝑘𝑦2 

10𝑚𝑦̈2 = −2𝑘𝑦2 + 𝑘𝑦1 + 𝑘𝑦3 

3𝑚𝑦̈3 = −𝑘𝑦3 + 𝑘𝑦2 

 สมมติให ้ solution ของ equation of motion เขียนไดเ้ป็น 

    𝑦1 = 𝐴1𝑒𝑖𝜔𝑡      
𝑦2 = 𝐴2𝑒𝑖𝜔𝑡 

𝑦3 = 𝐴3𝑒𝑖𝜔𝑡 
 

 หา 𝑦̈1, 𝑦̈2  และ 𝑦̈3  และแทนกลบัเขา้ไปใน equation of motion  เราจะได ้

(6𝑚𝜔2 − 2𝑘)𝑦1 + 𝑘𝑦2 = 0 
                                                               

𝑘𝑦1 + (10𝑚𝜔2 − 2𝑘)𝑦2 + 𝑘𝑦3 = 0 

0 + 𝑘𝑦2 + (3𝑚𝜔2 − 𝑘)𝑦3 = 0 

จดั equation of motion ขา้งตน้ในรูป eigen value eigen function 

[
6𝑚𝜔2 − 2𝑘 𝑘 0

𝑘 (10𝑚𝜔2 − 2𝑘) 𝑘

0 𝑘 (3𝑚𝜔2 − 𝑘)
] [

𝑦1

𝑦2

𝑦3

] = [
0
0
0

] 

 

เนื่องจาก 𝜔0
2 =

𝑘

𝑚
   ดงันัน้ matrix ขา้งตน้เขียนใหม่ไดเ้ป็น 

                                            

[

6𝜔2 − 2𝜔0
2 𝜔0

2 0

𝜔0
2 (10𝑚𝜔2 − 2𝑘) 𝜔0

2

0 𝜔0
2 (3𝜔2 − 𝜔0

2)

] [

𝑦1

𝑦2

𝑦3

] = [
0
0
0

] 

                                                                                                                                        
หา determinant ของ matrix 3x3  ซึง่ตอ้งเป็นศนูย ์

(6𝜔2 − 2𝜔0
2)(10𝑚𝜔2 − 2𝑘)(3𝜔2 − 𝜔0

2) − 𝜔0
4(6𝜔2 − 2𝜔0

2) − 𝜔0
4(3𝜔2 − 𝜔0

2) = 0     
      

∴ 𝜔2 =
𝜔0

2

3
,

𝜔0
2

30
,

𝜔0
2

2
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